2.3 Como medir angulos

Has visto que la semejanza depende en conocer los puntos
correspondientes de los objetos. También has visto que los puntos mas
faciles de identificar son los “puntos de esquina,” los vértices de los
angulos. Generalmente, todos los vértices (y algunos otros puntos) en
un diagrama estan rotulados con letras. Esto lo hace fécil para nombrar
y mantener un registro de los dngulos. A veces el vértice s6lo es
suficiente para identificar el angulo. Cuando muchos angulos
diferentes tienen el mismo vértice, otros puntos son usados para
identificar los lados, como viste en el capitulo 1.

También viste que dos angulos son congruentes si uno se
puede colocar encima de otro de manera que sus vértices pareen y sus
lados correspondientes estén situados a lo largo de los mismos rayos.
Un rayo es parte de una linea que comienza en un punto particular y se
extiende lejos indefinidamente en una direccion.

En la Figura 2.16, el Z4 es congruente a exactamente uno
de los otros angulos. ;Cual es? ;Como convences a un
amigo que no cree que tu eleccion sea correcta?

Figura 2.16

JPor qué crees que decimos rayos, en vez de linea, en la
descripcion de angulos congruentes? Si substituimos linea
por rayo en esta descripcion, ;podrias encontrar un
contraejemplo? Esto es, ;puedes encontrar un ejemplo de
dos angulos que se ajusten a la nueva descripcion, pero
que obviamente no tienen el mismo tamafo?

Comparando angulos poniendo uno encima del otro es una idea
simple y clara, pero no siempre es practica. La esquina de un edificio,
la cima de un techo y un interruptor en las vias de un ferrocarril son
s6lo algunos de los muchos, muchos casos de d&ngulos que no se
pueden trazar o detectar y sobreponer. Para comparar angulos como
€s0s, necesitamos una manera para medirlos.

Logros del
aprendizaje

Después de estudiar
esta seccion podras:

Identificar y construir
angulos congruentes
de varias maneras

Medir angulos en
diferentes maneras
usando grados y
pendientes

Describir, construir y
medir angulos en

términos de rotacion.

Términos

La palabra angulo
viene de la palabra
angulus la que
significa esquina.



Términos

El prefijo sobre-
significa por arriba
o sobre. El verbo
imponer significa
poner. Asi que
sobreimponer
significa poner
arriba.

PICTURE

Pero, ;qué debemos medir? Para comparar los angulos, la cosa
importante a medir es cudn rapido los rayos de los lados de los dngulos se
divergen (separarse el uno del otro). Por ejemplo, imagina dos ratones
caminando a lo largo de la via (interior) hacia fuera de los vértices del
interruptor de un ferrocarril. ;Cuén rapido se alejan el uno del otro?

Realmente los ferrocarriles miden los angulos de sus interruptores de
esta manera. Ellos no usan ratones, por supuesto. Ellos miden la distancia,
digamos y entre los rieles interiores en algin punto, luego miden la distancia,

. - . X
digamos x, de ese lugar al vértice del interruptor. La proporcion — es llamada

el numero del interruptor. Es la cantidad de pies de los rieles para cada pie de
separacion, asumiendo que los rieles se mantienen corriendo rectos hacia
fuera de cada desviacion en cada direccion. Por ejemplo, un interruptor #12 es
un angulo que provee 1 pie de separacion para cada 12 pies de los rieles. El
diagrama en la Figura 2.17 muestra como se determina el tamafio del
interruptor. En ésta, el interruptor se llama “desviacion” porque viene del
modelo de un libro de transportacion por via férrea. Los interruptores de las
vias son llamados desviaciones por los operadores de las mismas, para que
puedan distinguirlos de los interruptores eléctricos.

Turnout (frog) = desviacion (rana)

Size = tamafio

X units = unidades x

Y units = unidades y

Example = ejemplo

So, this would be a no. 4 turnout. = Asi, que esto seria
una desviacion Num. 4.

Determining turnout size = determinando el tamafio de
la desviacion

De “Practical Guide to HO Model Railroading” por la
revista Model Railroader. Derechos reservados © 1986
por la Kambach Publishing Company. Reproducido con
permiso.

Figura 2.17



El ferrocarril de Moose Head Lake quiere colocar un nuevo
riel cerca del terminal oriental. Ellos quieren un riel lateral
para que corra paralelo a la linea principal, pero a 20 pies de
distancia, para que pase por un lado de la plataforma de
carga.

1. Si ellos usan un interruptor #12, ;cuan lejos estara del
vértice del interruptor hasta que los rieles internos estén a
20 pies de separacion?

Este interruptor esta en un riel principal para trenes
expresos. Este ferrocarril, al igual muchos otros, usa el
nimero de un interruptor como guia para la velocidad
maxima segura del tren a través de ese interruptor — duplica
el nimero del interruptor, en millas por hora. Esto significa
que la velocidad de seguridad maxima del ferrocarril en un
interruptor #12 es solamente 24 MPH. Ellos quisieran que los
interruptores manejaran los ferrocarriles de manera segura
a unas 40 MPH.

2. (Qué numero de interruptor necesitan?

3. (Cuan lejos estaria del vértice del interruptor hasta que
los rieles internos estén a 20 pies de separacion?

Los inspectores dicen que la distancia del final de la
plataforma al vértice del interruptor no puede exceder 360
pies.

4. (Cuadl es el interruptor mas grande que pueden usar?

5. ¢(Cual es la velocidad maxima que este ferrocarril puede
ir sobre este interruptor?

Usando una proporcion para medir el indice de separacion entre
lineas debe de sonarte familiar. Eso es de lo que se trata la
pendiente. La pendiente de una rampa de carga en la Fuzzy
Friends Toys Co. construida anteriormente en el libro MATH
Connections mide su altura en relacion a la distancia horizontal
de su parte baja. Esta proporcion de excedente de altura mide
cuan rapido la linea de la rampa se desvia del nivel del
estacionamiento, el eje horizontal.

PICTURE




La Figura 2.18 es un diagrama de la rampa de carga. Es una rampa
recta que se eleva 4 pies y tiene una longitud horizontal de 32 pies. Los
segmentos de lineas verticales son los ocho sostenedores de la rampa.
Cada par ordenado te deja saber la localizacion y la longitud del apoyo.
El primer nimero es la distancia horizontal del extremo izquierdo de la
rampa; el segundo numero es la longitud vertical. Si el diagrama de la
rampa se corta en cualquiera de estos ocho segmentos verticales, tendrias
un triangulo rectangulo.

1. ;Son todos los triangulos similares? Justifica tu respuesta.
2. (Qué tiene que ver esto con la pendiente de la linea de la rampa?

Figura 2.18

La pendiente de la linea en un sistema de coordenadas es una medida
que el angulo forma con el eje horizontal. Podemos tomar prestada esa idea
para medir dngulos, estén o no en un sistema de coordenadas. Podemos
escoger un punto en un rayo de un angulo, medir la distancia de ese punto al
vértice y medir también la distancia perpendicular de ese punto al otro rayo.
La proporcion de esa distancia perpendicular dividida por la distancia al
vértice serd la misma, sin importar el punto que escojas. Eso hace de la
proporcion una buena medida del tamafio del angulo; lo llamaremos la
medida de la pendiente del angulo.

Por ejemplo, para encontrar la medida de la pendiente del angulo hecho
por la rampa y el suelo en la Figura 2.18, podemos comenzar por escoger un
punto P en el suelo debajo de la rampa. Si P es el punto 16 pies a la derecha
del vértice, por ejemplo, entonces la medida de la pendiente de este angulo es

distancia perpendicular de P alarampa 2 1

distancia de P al vértice E - g

He aqui otro ejemplo. Este se refiere a la Figura 2.19. Para encontrar la
medida de la pendiente aproximada del £A4 VB, podemos usar una regla para
medir los segmentos AV'y AB. Ahora, AV tiene aproximadamente 3 pulgadas
de longitud y 4B tiene aproximadamente 0.5 pulgadas de longitud, asi que

la medida aproximada de la pendiente del LAVB = j_llj = % = %
Decimos aproximadamente porque la respuesta depende de la medida

con la regla, la cual es siempre s6lo una aproximacion de la longitud actual.



Estas preguntas se refieren a la Figura 2.19:

1. Usa una regla para encontrar las medidas aproximadas de
la pendiente del ZAVC, del LZAVD 'y del LAVE.

2. Encuentra las medidas aproximadas de la pendiente del
£LBVCy del LDVE. ;Cuidado! ;Qué tienes que medir?
Mide cuidadosamente.

3. (Como estan relacionadas las medidas del ZAVD y del
LAVE?

4. Cuando anades las medidas de las pendientes del ZAVD 'y
del LDVE, ;consigues la medida de la pendiente del
L AVE? ;Crees que deberias? ;Por qué si o por qué no?

Figura 2.19

La medida de la pendiente de un 4ngulo es muy parecida
a la manera en que los ferrocarriles miden los
interruptores, pero no del todo igual. ;Cual es la
diferencia? Observa cuidadosamente las Figuras 2.17 y
2.19.

Hay veces cuando la pendiente es util para medir angulos, pero
solo aplica facilmente a los angulos mas pequeios que un angulo
recto. También, como habrés notado, la medida de la pendiente no se
comporta muy bien con respecto a la suma y la resta. Necesitamos
encontrar una mejor manera de medir angulos.



Anteriormente en el capitulo 1, viste que cualquier sistema de medida
comienza escogiendo una unidad de medida. Entonces todo se mide en
términos de esa unidad. ;Qué debemos escoger como unidad de medida para
los 4ngulos?

Encuentra dos unidades diferentes para medir angulos que
nadie en tu clase haya escuchado antes. Entonces decide
cual crees es mejor. Provee razones que apoyen tu opinion.

Para medir 4ngulos, una unidad de medida que podriamos escoger es un
angulo recto. Los angulos rectos son faciles de hacer, asi que no habria
confusion acerca de cuan grande es la unidad. Pero un angulo recto es mayor
que muchos angulos que podriamos medir; debemos de hacer mas pequefia la
unidad. ;Qué tal usar alguna fraccion de un dngulo recto como la unidad? Eso
es exactamente lo que la Academia Francesa de Ciencias comenzé a hacer en
el 1791, cuando estaban desarrollando el sistema métrico. El sistema métrico
se basd en potencias de 10, asi que pensaron en hacer una centésima de un
angulo recto la unidad de medida angular. Ellos llamaron a esta unidad un
grado. Por lo tanto, un dngulo recto seria un angulo de 100 grados; doblando
un angulo recto por la mitad, conseguiriamos dos dngulos de 50 grados; y asi
sucesivamente.

En cambio, la Academia Francesa decidio medir los &ngulos con una
unidad diferente —el radidn. Mas adelante veremos mas sobre la medida del
radian, luego de estudiar los circulos en el capitulo 4 del libro 2b. Verés
entonces por qué el radidn es una unidad util para medir angulos.

Por ahora, usaremos una unidad de medir &ngulos que data de los
babilonios, hace varios miles de afios. Esa unidad es el grado. Los babilonios
dividieron un angulo recto en 90 partes iguales.' Cada una de estas 90 partes
es un grado. Abreviamos “grado” con el mismo simbolo usado para los grados
de temperatura, un pequefio circulo elevado. Entonces un dngulo recto es un
angulo de 90°; la mitad de un angulo recto es un angulo de 45°; y asi
sucesivamente. La Figura 2.20 te muestra el tamafio de un grado.

1 . , . . PP
Por razones relacionadas a la astronomia, su calendario, y su sistema de conteo, ellos dividieron los cuatro
angulos rectos producidos por dos lineas perpendiculares a un total de 360 partes iguales.



Un angulo de 15°, medido en pasos de 1°.

Figura 2.20

La Figura 2.21 muestra diez angulos. Estima en grados
la medida de cada uno. Mira a ver si puedes mantenerte
dentro de los 5° del tamafo exacto.

Figura 2.21

Frases a conocer: Las medidas de algunos de los angulos en la
Figura 2.21 son menores que las de un dngulo recto. Tales angulos son
llamados angulos agudos. Los dngulos que miden més que un angulo
recto, pero menos de dos, son llamados angulos obtusos.

1. ¢;Cuadles de los angulos en la Figura 2.21 son agudos? ;Cudles
son obtusos?

2. Replantea las definiciones de los angulos agudos y obtusos en
términos de grados.

3. He aqui otras medidas de angulos. ;Cual de estos Angulos son
agudos? ;Cuales son obtusos?

Insert numbers and letters

,Como describirias un angulo exacto de 180°? ;Cdémo piensas se
deberia llamar? ;Es realmente un angulo? ;Por qué si o por qué
no?

Términos

Las palabras agudo
y obtuso son
derivadas del latin
para afilado y sin
filo,
respectivamente.



Para verificar los estimados de los tamafios de los dngulos en la Figura
2.21, necesitamos medir los angulos. La herramienta mas simple para medir
un angulo es un transportador. La Figura 2.22 muestra un dibujo de un
transportador. Su forma bésica es un semicirculo descansando en una base
recta. El semicirculo estd dividido en 180 arcos iguales (pequefios), cada uno
representando 1 grado. Para medir un angulo, ubica el centro de la base en el
vértice y alinea un lado del 4ngulo con la linea de la base. El lugar en el cual
el otro lado del angulo cruza el semicirculo te dice la medida del angulo en
grados.

Vertex = Vértice

Midiendo un 4dngulo de 135° y un angulo de 45° con un transportador.

Figura 2.22

Muchos transportadores enumeran la escala en grados de ambos lados,
asi que un angulo se puede medir en cualquier direccion. Asi que, un lado del
angulo se puede alinear con la linea de la base a la izquierda o a la derecha del
vértice. En la Figura 2.22, por ejemplo, el arco de nlimeros interiores es usado
para medir dngulos con el lado de la base a la derecha, mientras que la parte
exterior del arco de nimeros mide los angulos con la base hacia la izquierda.
A veces decimos que los angulos son “abiertos” a la derecha o la izquierda,
dependiendo en este alineamiento con la base. Por lo tanto, el rayo que va
hacia arriba a la derecha (a través de B) es un lado de un 4ngulo de 45°,
LBVC, que abre hacia la derecha: es también el lado de un angulo de 135°,
LAVB que abre hacia la izquierda.



1. Usa un transportador para medir, al grado mas cercano, los
diez angulos mostrados en la Figura 2.21. Compara tus
medidas con los estimados anteriores. ;Te mantuviste cada
vez dentro de los 5°?

(Pista: Si no tienes disponible un transportador, usa un papel

de trazar para copiar los angulos de la Figura 2.21 y

coldcalos uno por uno encima del transportador de la Figura

2.22. Quizas tengas que extender un poco los lados de los
angulos para que esto funcione.)

2. Usa un transportador para dibujar un angulo para cada uno

de estos tamanos:

Insert numbers

Esta pregunta también se puede contestar usando un papel
de trazar y la Figura 2.22.

En inglés, el verbo “protract” (prolongar) significa “dibujar hacia
fuera o estirar hacia fuera.” Explica por qué el transportador es
un buen nombre para la herramienta que se muestra en la Figura
2.22.

Algunas veces es util pensar en los dngulos en términos de
rotacion. Esto es, si pensamos en los lados de un angulo como dos
flechas que giran sobre el mismo punto final (como las manecillas del
reloj), entonces el tamafio de un d&ngulo mide cuén lejos una flecha ha
rotado alejandose de la otra. Es usual considerar las rotaciones en
contra de las manecillas del reloj como positiva y la rotacion a favor
de las manecillas del reloj como negativa.

Desde este punto de vista, no hay razon para dejar de medir los

angulos a 180°. Podemos medir alrededor del circulo en contra de las
manecillas del reloj, obteniendo d&ngulos més y més grandes hasta
llegar a donde comenzamos. De hecho, esto es lo que los babilonios
tenian en mente cuando definieron el grado. Dividieron el circulo
entero en 360 partes iguales. Rotando a favor de las manecillas del
reloj, podemos obtener &ngulos con medidas negativas. Puede que
pienses en medir dichos dngulos usando un tranportador doble, como
en la Figura 2.23.

Frases a conocer: Un angulo con una medida de mas de 180° pero
menos de 360° se llama un angulo reflejo.

Términos

La raiz flex se deriva
de la palabra del latin
para doblar, y el
prefijo re- significa
regreso. Entonces un
angulo reflejo es uno
que se dobla hacia
atras.



Figura 2.23

Estas preguntas hacen referencia a la Figura 2.23. Piensa en el rayo AC
como el lado de comienzo de cada angulo.

1. ;Cual es la medida del Angulo en contra de las manecillas del reloj con

otro lado AB?

2. (Cual es la medida del angulo en contra de las manecillas del reloj con

otro lado AD?

3. ¢(Cuadl es la medida del angulo a favor de las manecillas del reloj con

otro lado AD?

4. (Cual es la medida del angulo a favor de las manecillas del reloj con

otro lado AB?

5. ¢(Cual es la medida del angulo en contra de las manecillas del reloj con

otro lado AC?

6. (Cual es la medida del angulo a favor de las manecillas del reloj con

otro lado AC?
. Cual de los seis angulos descritos son angulos reflejos?

.Que nimeros se deben utilizar para rotular las siguientes tres
marcas de las marcas de funciones mas largas mas alla del punto D en
una direccion en contra de las manecillas del reloj?

9. ¢Que nimeros se deben utilizar para rotular las siguientes tres
marcas de las almohadillas (#) mas largas mas alla del punto D en la
direccion a favor de las manecillas del reloj?



A continuacion un repaso de la terminologia de los 4ngulos usando
las medidas de grados.

* Un angulo que mide menos de 90°, pero mas de 0°, es un
angulo agudo.

* Un angulo que mide 90° es un angulo recto.

* Un angulo que mide mas de 90°, pero menos de 180°, es un
angulo obtuso.

* Un angulo que mide 180° es un angulo llano.
* Un angulo que mide mas de 180°, pero menos de 360°, es un
angulo reflejo.
Conjunto de ejercicios: 2.3

1. (a) Copia la Figura 2.24a, anadele letras y nombra todos los
angulos. ;Cuantos angulos encuentras?

(b) Copia la Figura 2.24b, afiddele letras y nombra todos los
angulos. ;Cuantos angulos encuentras?

(¢) Copia la Figura 2.24c, afiddele letras y nombra todos los
angulos. ;Cuantos angulos encuentras?

(d) Si fueras a copiar la Figura 2.24d, afiadirle letras, y nombrar
todos los angulos, ;cuantos angulos piensas que encontrarias?

(e) (Cuadl seria el proximo paso en este patron?

(f) Trata de describir como trabaja este patrén en general.

Figura 2.24

2. Traza la Figura 2.24b en un pedazo de papel de reposteria.
Extiende las cuatro lineas para que cada una sea por lo menos tres
pulgadas de largo. Marca el vértice /'y rotula los otros extremos
de los segmentos P, O, Ry S en el orden de las manecillas del
reloj, comenzando desde arriba.

(a) Hay cinco angulos agudos en esta figura. Enuméralos
en una columna, usando las tres letras de su nombre.
Entonces mide cada uno con un transportador y escribe
la medida de sus grados al lado de sus nombres.
Redondéalo al grado mas cercano.



(b) Usando una regla, encuentra la medida de la pendiente de cada uno de
los cinco 4ngulos, y escribelo al lado de la medida del grado.
Redondéalo a dos lugares decimales.

(¢) (Como se relacionan el ZOVR yel LRVS al £LQOVS ? ;Como estan

relacionadas sus medidas en grados? ;Como estan relacionadas las
medidas de las pendientes?
(d) ;Qué angulo se forma al juntar el ZPVQ, el LZOVR y el ZRVS? ;Cual

es la suma de las medidas de sus grados? ;Obtienes resultados
semejantes cuando afiades las medidas de las pendientes? ;Qué quieres
decir con similar?

(e) Escribe un parrafo comparando la medida en grados y la medida de la
pendiente. ;Cual sistema es mas facil para usar? ;Cual se maneja
mejor en términos de aritmética? ;Cudl te gusta mas? Da razones para
apoyar tus opiniones.

. Usando s6lo un lapiz y una regla, dibuja el mejor estimado de un angulo
para cada uno de los siguientes tamafios. Trata de mantenerte entre 5° del
tamafio correcto. Cuando hayas terminado, midelos con un transportador
para ver cuan cerca estuviste. ;Cuantos estuvieron entre 5°? ;Cuéntos
entre 3°? ;Conseguiste alguno entre 1°?

. Asume que nos estamos refiriendo a un reloj estandar de 12 horas y que
las respuestas a éstas preguntas no son angulos reflejos.

(a) Cuando un reloj lee las 3 p.m., ;cual es la medida del 4ngulo entre las
manecillas de la hora y la de los minutos?

(b) Cuando un reloj lee las 5 p.m., ;cual es la medida del 4ngulo entre las
manecillas de la hora y la de los minutos?

(¢) Cuando un reloj lee las 6:30 p.m., ;cual es la medida del 4ngulo entre
las manecillas de la hora y la de los minutos? Explica tu respuesta.

(d) Cuando un reloj lee las 9:30 p.m., ;cual es la medida del 4ngulo entre
las manecillas de la hora y la de los minutos? Explica tu respuesta.

(e) (Es una funcion el proceso de encontrar el angulo (no reflejo) entre las
manecillas del reloj? Si es asi, jcudl es el dominio y el rango? Si no,
,por qué no?



5. Asume aqui que nos estamos refiriendo a un reloj estdndar de 12
horas.

(a) Si el angulo entre la manecilla de la hora y la de los minutos
del reloj es 180°, ;qué hora es? ;Podria haber mas de una
respuesta correcta a esta pregunta? ;Podria haber mas de dos?
Explica tu respuesta.

(b) Si el angulo entre la manecilla de la hora y la de los minutos
del reloj es 120°, ;qué hora es? ;Podria haber mas de una
respuesta correcta a eta pregunta? ;Podria haber mas de dos?
Explica tu respuesta.

(¢) (Es una funcion el proceso de encontrar la hora del angulo (no
reflejo) en las manecillas del reloj? Este proceso es lo contrario
de el descrito en la pregunta 4(e). Si es asi, ;cual es el dominio
y el rango? Si no, ;por qué no?

6. (a) Dibuja cinco tridngulos diferentes. Para cada uno, mide sus
angulos y afiade los tres nimeros que consigas. /Estan tus
sumas relacionadas de alguna manera? Si es asi, ;como?
Compara los resultados con aquellas de tus compafieros de
clase.

PICTURE




(b) Dibuja cinco cuadrilateros diferentes (poligonos de cuatro lados). Para
cada uno, mide sus angulos y afiade los cuatro nimeros que consigas.
(Estan tus cinco sumas relacionadas de alguna manera? Si es asi,
(,como? Compara tus resultados con aquellos de tus compafieros de
clase.

(¢) (Cual debe ser el proximo conjunto de preguntas en esta secuencia?
Respondelas.

(d) ;Puedes ver aqui algun tipo de patron? Si es asi, ;cudl?

7. (a) El transportador real usado para hacer la Figura 2.22 (en la pag. 140)
era muy grande para ser copiado a tamafio completo, asi que lo
reducimos. ;Qué factor de escala utilizamos (aproximadamente)?
(Coémo lo sabes?

(b) Si medimos los dngulos de la Figura 2.21 usando un transportador real
en vez del que tenemos en la Figura 2.22, ;hubiéramos obtenido
respuestas diferentes? Si dices que si, describe una manera de
convertir un conjunto de respuestas a la otra. Si dices que no, explica
por qué las medidas no deben de cambiar.



