4.3 Dibujando circulos con una calculadora
para hacer graficas

El hacer conexiones entre el dlgebra y la geometria es un habito util
y poderoso del pensamiento en las matematicas. Por ejemplo, una vez
aprendes coOmo escribir ecuaciones algebraicas para las lineas, fuiste capaz
de usar ese conocimiento para las predicciones estadisticas. En esta
seccion, usamos la calculadora gréfica para ayudarte a ver como describir
los circulos algebraicamente.

Busca como dibujar circulos en tu calculadora grafica. Si tienes
una TI-84 Plus (TI-83 Plus), puedes buscar esto en la seccion de
Dibujando Circulos del Apéndice A. Dibuja, entonces, cada una
de las siguientes figuras.

1.  Un circulo con centro (2, 1) y un radio de 6. Si tu grafica no
se asemeja a un circulo, ;como puedes ajustar la grafica de
Window para que lo haga?

2. Un circulo con centro (=7.2, 3.65) y un radio de J60 .
Ajusta la grafica de Window de manera que aparezca todo
el circulo y parezca un circulo.

3.  Tres circulos con centro (0, 0).

4. Ellogo de cinco circulos de los Juegos Olimpicos.

(Estas pensando en algo como: “OK, esto es lindo, pero, ;/para que
sirve?” Una pregunta razonable. Hay muchas situaciones en las cuales
podrias usar este dibujo para solucionar un problema practico
rapidamente. He aqui un ejemplo. Después que lo trabajemos contigo,
apareceran uno o dos mas como problemas para que los pienses y
soluciones por tu cuenta.

Problema. Terry’s Auto Repair se ha mudado a un garaje que mide 50 por
75 pies, que tiene salidas de aire comprimido en tres lugares a lo largo de
las paredes. Una se encuentra en el centro de la pared de 50 pies del frente,
y una esta en cada una de las paredes de 75 pies de los lados, a 55 pies de
la pared del frente. Terry quiere comprar tres mangas de aire para operar
las herramientas neumaticas que sean lo suficientemente largas de manera
que cada lugar en el garaje sea alcanzado por lo menos por una manga.
(Seran unas mangas de 30 pies de largo lo suficientemente largas, o tendra
Terry que comprar mangas de 35 pies que son mas costosas, o ain las de
40 pies que son mas costosas atn?

Logros del
aprendizaje

Después de estudiar esta
seccion podrés:

Usar una calculadora
grafica para hacer un
circulo con un centro y
un radio dado

Representar circulos por
medio de ecuaciones
parameétricas

Hacer graficas de
circulos
paramétricamente

Cambiar el tamafio y/o
posicion de un circulo
cambiando sus
ecuaciones.
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Solucion. Por supuesto, hay muchas maneras diferentes de
solucionar esto. Una manera es tomando una cuerda larga y marcar
los diferentes tamanos de los circulos en el suelo. Pero, esto es
torpe y consume mucho tiempo, especialmente cuando hay algunos
vehiculos en el camino. En vez de esto, Terry usa una calculadora
grafica para hacer algunos diagramas. Usa tu calculadora para
hacer los diagramas de Terry.

oo Primero, ajusta el tamafio de Window para representar el piso
de 50 por 75 pies, fijando x entre 0y 75 y fijando y de 0 a 50.

oo Usando estas coordenadas, las salidas para las mangas de aire
estan en (0, 25), (55, 0), y (55, 50).

oo Dibuja tres circulos con un radio de 30, uno centrado en cada
una de las salidas de las mangas de aire.

Completa la solucion al problema de Terry contestando
las siguientes preguntas:

1.

Con estas configuraciones de coordenadas, ;cual
borde de la pantalla de la calculadora representa la
pared del frente del garaje de Terry? ;Como lo
sabes? ;Por qué piensas que Terry lo organizé de
esta manera?

(Como la grafica muestra que las mangas de 30 pies
no son lo suficientemente largas? ;Cuantas areas
separadas del suelo del garaje no pueden ser
alcanzadas por ninguna de estas mangas? Usa tu
cursor para especificar las coordenadas de un punto
en cada una de estas areas.

.Son las mangas de 35 pies lo suficientemente
largas? Elimina la grafica de la pantalla y dibuja
tres circulos nuevos para averiguarlo. Si no lo son,
.seran las mangas de 40 pies lo suficientemente
largas?

Usando las longitudes de 35 pies, ;hay algunos
lugares que puedan ser alcanzados por dos mangas?
,Hay algunos lugares que puedan ser alcanzados
por las tres mangas? Usa la pantalla de tu
calculadora grafica para ayudarte a justificar tus
respuestas.

(Puede Terry economizar algun dinero comprando
una manga de 30 para la pared del frente? ;Como
puedes usar tu calculadora grafica para
averiguarlo?
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La Marina esta planificando maniobras para un area de 90
millas cuadradas en el Océano Pacifico central. Por seguridad,
ellos quieren estacionar helicopteros para rescate de aire-agua
de manera tal que cada punto en el area pueda ser alcanzado en
un lapso de 20 minutos. En 20 minutos, una cuadrilla de rescate

de un helicoptero puede viajar hasta 36 millas. Se han propuesto
tres planes diferentes para la colocacion de estos helicopteros.
Asumiendo que la esquina inferior izquierda del area se
encuentra en (0, 0) y la esquina superior derecha se encuentra en
(90, 90) (millas), he aqui la colocacion del helicoptero para cada
uno de los tres planes.

PHOTO

Plan A. Cinco helicopteros — uno en el centro del cuadrado (en
(45, 45)) y uno en cada esquina.
(0, 0), (90, 0), (0, 90), (90, 90)

Plan B. Cuatro helicopteros — en
(20, 20), (20, 70) (70, 20), (70, 70)

Plan C. Cuatro helicopteros — en
(25, 25), (25, 65), (65, 25), (65, 65)

. Como puedes usar la funcion de dibujar circulos de tu
calculadora grafica para evaluar estos tres planes? Hazlo. ;Cual
es el mejor? ;Cual es el peor? ;Por qué?

Te has preguntado alguna vez
(Como una calculadora “dibuja” circulos?

Cuando nosotros los humanos dibujamos un circulo, generalmente
empujamos un boligrafo o un lapiz alrededor de manera que haga una
marca redonda en una superficie plana. Pero, una calculadora actualmente
no dibuja nada; ésta calcula. Esto es, aplica las leyes de la aritmética y la
logica a los nimeros. Asi que, ;coOmo convierte los nimeros en formas que
vemos en la ventana de graficas?

La ventana de graficas de una calculadora es como parte de un plano
de coordenadas. Es un arreglo rectangular de pequefios puntos, llamados
pixels. El arreglo de los pixels puede determinar una fotografia. Fijando
los valores de Window minimos y maximos para x y y, automaticamente
le das a cada uno de estos puntos un nombre, un par ordenado (x, y) de
numeros que especifica la localizacion del punto en relacion a los ejes de x
y de y. Estos nimeros, x y y, son las coordenadas del punto. Asi, para
dibujar un circulo, la calculadora debe calcular las coordenadas de todos
los puntos para trazar en su grafica.
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Sugerencia
JRecuerdas estos?
Encuentra o haz
ejemplos.

Haz una imagen.
Busca un patron.
Generaliza tus
resultados.

Para calcular estas coordenadas del radio y las coordenadas
del centro, la calculadora debe traducir la idea geométrica de un
circulo en algun tipo de receta algebraica. Hay varias maneras
diferentes de hacer esto. En lo que resta de esta seccion
exploraremos una de estas maneras, basada en algunas ideas que
viste anteriormente en MATH Connections. Haciendo algunas
preguntas féciles y observando patrones de iméagenes, ayudaremos
a la calculadora a mostrarnos como su funcionamiento interno se
comporta. Comenzamos con la unidad de circulo, el circulo del
radio 1 centrado en (0, 0).

Figura 4.17

Tu maestro te dara una copia de la Figura 4.17, la cual
ilustra el seno y el coseno de un angulo, 6. Usalo para
contestar estas preguntas:

1. ExpresalaxylayenlaFigura 4.17 como funciones
de 6.

2.  Si 0=30° ;cudles son x y y? Usa tu calculadora y
redondea tus respuestas a dos lugares decimales.
Trama (x, y).

3. Dibuja un radio que haga un angulo de 135° con el
eje de positivo en contra de las manecillas del reloj
del eje. Usa tu calculadora para encontrar, a dos
lugares decimales, las coordenadas del punto donde
este radio se encuentra con el circulo. Trama este
punto. ;Se encuentra donde esperas que esté?
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4.  Usa tu calculadora para encontrar, a dos lugares decimales,
las coordenadas del punto donde el radio forma un angulo
de 238° en contra de las manecillas del reloj con el eje
positivo de x, se encuentra con el circulo. Trama este punto.
Verifica dibujando el radio en ese punto y midiendo el
angulo con un transportador.

5. Trama el punto (0.34, 0.94). ;Parece este punto como si se
encontrara en el circulo? Deberia estarlo. Asumiendo que
estos valores han sido redondeados a dos lugares decimales,
encuentra el grado mas cercano al angulo en contra de las
manecillas del reloj, entre el eje positivo de x y el radio en
este punto. Si puedes, encuéntralo primero usando tu
calculadora; entonces, verifica tu respuesta con un
transportador.

6. Selecciona cualquier punto en la unidad de circulo.
Describe dos maneras diferentes para encontrar las
coordenadas de ese punto, incluyendo una que use el radio
dibujado desde ese punto.

Las preguntas de arriba muestran como las coordenadas de cada
punto en la unidad de circulo son funciones del angulo hechos por un radio
y el eje positivo de x. Si (x, y) es cualquier punto en la unidad de circulo y
si Bes el angulo en contra de las manecillas del reloj entre el radio en (x,
») y el gje positivo de x como en la Figura 4.17, entonces,

X = coseno 0 y y =seno 0
El angulo 6 es llamado un parametro en este caso; es una variable que es
usada para describir otras variables. A las ecuaciones que contienen
paradmetros se les conocen como ecuaciones paramétricas. Estas dos
ecuaciones para las coordenadas de un punto en la unidad de circulo son
ecuaciones paramétricas.

Una calculadora grafica puede dibujar circulos usando dichas
ecuaciones paramétricas. Para ver como funciona, sigue estos
pasos para dibujar la unidad de circulo:

1.  Fija tu calculadora al modo paramétrico.

2. Asegurate que esta fijada para medir angulos en grados y
para conectar los puntos que traza en la actualidad.

3.  Observa, ahora, la lista de las funciones. Debe estar
esperando por funciones en pares, describiendo Xy Y en
términos de algun parametro, el cual las calculadoras
llaman a menudo T. En este caso, el parametro es un
tamaiio de angulo, medido en grados.
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4.

Para dibujar la unidad de circulo, llena las dos primeras
ecuaciones de la siguiente manera:

X4t =cos(T)y Y47 = seno(T)

Recuerda que T tiene que ser entrado como una variable.

S.

Para completar la imagen, tienes que decirle a la
calculadora tres cosas sobre como quieres manejar el
parametro. Ve al menu de la calculadora que enumera las
configuraciones para T, X, y Y. Este es el menu de
WINDOW en la TI-84 Plus (TI-83 Plus) y fijalos de la
siguiente manera:

oo T es el angulo de rotacion alrededor del circulo. Ya
que tu quieres un circulo completo, deja que T vaya de
0° a 360°.

o Fijala cantidad de grados entre cada punto tramado y

los proximos 5 por ahora. Este es el Tstep en la TI-84
Plus (TI-83 Plus).

o Fija Xentre—-3y 3 yfijaY entre -2y 2, de manera
que la unidad de circulo se ajusta bien en la pantalla.

Deja ahora que la calculadora haga el resto. Ordénale
que haga una grafica de estas ecuaciones.

Llama la cantidad de grados entre los puntos tramados el paso
del parametro.

1.

.Qué ocurre si fijas el paso a 45? ;Qué tal si fijas el paso
a 90? ;Como tu calculadora conecta puntos tramados?

,Qué ocurre si fijas el paso a 1? ;Por qué? ;Es esta
configuracion mejor o peor que fijarlo a 5? Explica.

,Qué ocurre si fijas ambas X y Y a un minimo de —2 y un
maximo de 2?

EXPLORACION 1
Asegurate que tu calculadora se encuentra en el modo paramétrico.
Fija el parametro, T, y las variables X y Y de la manera siguiente:

oo T varia entre 0° y 360° en pasos de 5°.

oo X varia de —6 a 6 con su escala marcada en cada unidad.

oo Y varia de —4 a 4 con su escala marcada en cada unidad.
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Entra ahora estas ecuaciones paramétricas en tu lista de ecuaciones:

X471 = cos(T) Y11 = seno(T)

Xor = 2 cos(T) Yor = 2 seno(T)

Xst = 3 cos(T) Y3t = 3 seno(T)

X471 =4 cos(T) Y41 =4 seno(T)
No hagas graficas de estas ecuaciones hasta que contestes las preguntas en
la parte 1.
1.  Cuando hagas graficas de estas ecuaciones, debes obtener algunos

circulos. (Cuantos circulos debes obtener? ;Donde piensas que estan
centrados? ;De qué tamano(s) son? Ahora, haz las graficas de las
ecuaciones y verifica tus respuestas.

Si fueras a entrar las ecuaciones

Xst =5 cos(T) y Yst =5 seno(T)
(como pensarias que cambiaria la imagen? Tratalo.
(Por qué los circulos aparentan estar planos cerca de los ejes?
Si fueras a entrar las ecuaciones

Xer = 10 cos(T) y Yer = 10 seno(T)

(qué obtendrias? Tratalo. ;Hay algun problema con tu imagen? Debe
haberlo. ;Cémo lo puedes arreglar?

(Cuadles ecuaciones paramétricas usarias para dibujar un circulo de
radio 8 centrado en (0, 0)? ;Qué tal un circulo de radio 25? ;Qué tal
un circulo de radio 53.87?

Completa esta aseveracion:

Las ecuaciones paramétricas para un circulo de radio » centrado en
(0, 0) son y

La Exploracién 1 nos muestra lo que ocurre cuando multiplicas las
funciones paramétricas para la unidad de circulo por un namero fijo. Es
natural preguntarse lo que ocurre cuando, en vez de multiplicar, aflades un
numero fijo a estas dos funciones. La Exploracion 2 contesta esta
pregunta.
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EXPLORACION 2

Quédate en el modo paramétrico. Fija X para que varie entre —9 y
9,y fija Y para que varie entre —6 y 6. Cambia, entonces, las
ecuaciones paramétricas a las siguientes:

X471 = cos(T) Y11 = seno(T)

Xor =2 + cos(T) Yor = 2 seno(T)
Xsr =3 + cos(T) Y3t = 3 seno(T)
X4 =4 + cos(T) Y41 =4 seno(T)

Haz gréficas ahora de estas ecuaciones:

1.  Debes obtener algunos circulos. ;Cudntos? ;Donde estan
centrados? ;Qué tamafio(s) tienen?

2. Sipiensas en el patron obvio formado por estos circulos,
parece que falta uno. Llénalo escribiendo su descripcion
paramétrica como Xst y Ysr. Haz la grafica nuevamente para
verificar.

3. (Cdémo piensas que la imagen cambiara si pones
Xer =10+ cos(T) vy Yer = 10 seno(T)

Tratalo. Si no obtienes ninglin cambio, trata ajustando la
configuracion de Window.

4.  Escribe ecuaciones paramétricas para hacer la Figura 4.18.

Figura 4.18

5. Escribe ecuaciones paramétricas para hacer la Figura 4.19.

Figura 4.19
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6.  Escribe ecuaciones paramétricas para hacer la Figura 4.20.

Figura 4.20

7.  Completa esta aseveracion.

Las ecuaciones paramétricas x = a + cos 8y y = b + seno 0 describen
un circulo de radio centrado en

1.

,Qué ocurriria si afladieras un numero fijo al parametro,
en vez de a la funcion? En particular, a qué piensas qué
se parece la grafica de

x=cos(5+86) y y=seno (5+6)
Trata de resolverla antes de usar tu calculadora.

,Qué ocurriria si multiplicaras el parametro, en vez de la
funcion, por un numero fijo? En particular, ;ja qué
piensas qué se parece la grafica de

x=cos(5+6) y y=seno (5+6)

Trata de resolverla antes de usar tu calculadora.

Si estas desconcertado por lo que muestra tu calculadora en
estas dos situaciones, no te preocupes. Trata solo de hacer una
conjetura (una suposicion inteligente) sobre lo que ocurre en
cada caso. ;Como puedes verificar tus suposiciones? ;Cuales
otras ecuaciones podrias tratar, y qué esperarias que ocurra?
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En la Exploracion 1 aprendiste como cambiar el tamafio de
un circulo en la calculadora Window, y en la Exploracién 2
aprendiste como cambiar su ubicacion. Lleva ahora a cabo ambas a
la misma vez.

EXPLORACION 3

Quédate en el modo paramétrico. Cambia la configuracion de
Window de manera que X varie entre —12 y 12 y Y varie entre —8
y 8. Tu maestro te dard una copia de la Figura 4.21 para
completarla durante esta Exploracién. Entra estas ecuaciones
paramétricas como los primeros dos pares en tu calculadora:

— Paraelcirculo Ci:x=3cos® 'y y=3seno6
— Paraelcirculo Co: x=7+3cos@ y y=4+3senod

Los circulos C3 y C4 aparecen en las preguntas 6-10.

6 Pten C; Pten G, Pten C; Pten C,

PHOTO

Figura 4.21

1. (Cudl es el centro del circulo C;? ;Cual es su radio?
2. (Cudl es el centro del circulo C,? ;Cual es su radio?

3.  Usa la caracteristica de trazar (Trace) de tu calculadora para
completar las columnas C;y C; de la Figura 4.21 con las
coordenadas de los puntos que corresponden a las medidas
del angulo en la columna 1. Redondea cada niimero a dos
lugares decimales. Ya se ha hecho un punto para cada
circulo: ahora haz ti tantos como puedas. ;Por qué no puedes
hacerlos todos de esta manera?

4. ;Coémo puedes encontrar las coordenadas de puntos formados
por angulos que no son multiplos exactos de 5°? Prueba tus
respuestas completando las partidas restantes en la tabla.

318




Para las primeras cuatro filas de la tabla, resta las coordenadas de x y
de y en la columna C, de las correspondientes coordenadas de x y de
v en la columna C,. ;Qué patron observas? Verifica a ver si tu patrén
funciona calculando las diferencias en las coordenadas para el resto
de las filas. ;Hay algunas filas para las cuales no funcione? Explica
por qué tu patrén funciona.

Escribe dos ecuaciones paramétricas que describen el circulo, Cs,
con radio 5 centrado en (=6, 2). Entralas como un tercer par de
ecuaciones en tu calculadora. Verifica entonces la gréafica, para ver si
este circulo aparece donde tu piensas que deberia hacerlo.

Llena la columna C; de la Figura 4.21 con las coordenadas de los
puntos que corresponden a las medidas del angulo en la columna 1.
Redondea cada niimero a dos lugares decimales.

Escribe las dos ecuaciones paramétricas que describen un circulo,
Cs, que rodea el circulo C; dentro de €1, pero, no toca ningtn eje. Usa
entonces, tus ecuaciones para llenar la columna Cyde la Figura 4.21.

Completa esta aseveracion:

Las ecuaciones paramétricas para un circulo de radio » centrado en
(a, b) son y

EXPLORACION 4

Comienza con todas las configuraciones y ecuaciones para los circulos Cj,
C,y Csde la manera que estaban al final de la Exploracién 3. Elimina el
circulo Cj.

1.

Cambia la configuraciéon méaxima de T a 180°. Explica qué efecto
crees que esto tendrd en la grafica y por qué piensas de esta manera.
Haz una grafica para ver si estds en lo correcto.

Explica como obtuviste cada una de las graficas en la Figura 4.22.

Figura 4.22
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3.  Explica como obtener cada una de las gréaficas en la Figura
4.23.

Figura 4.23

4.  Explica como obtener la grafica en la Figura 4.24.

Figura 4.24

5.  Explica como obtener la grafica en la Figura 4.25.

Figura 4.25

. Como estan relacionadas las partes 4 y 5 de la Exploracion 4 a
las preguntas de discusion de la Exploracion 2?
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Conjunto de ejercicios: 4.3

1.

Dibuja cada uno de los disefios siguientes con tu calculadora grafica:

(a) un circulo con centro (2, —5) y un radio de 7

(b) un circulo con centro (4, 3.6) y un radio de 5.68

(¢) un circulo centrado en (-3, 1) que pasa a través de (-3, 10)
(d) un circulo centrado en (5, 8) que pasa a través de (=7, 17)

(e) cuatro circulos del radio 10 que pasan a través del punto (7,
_3)

Estos pares de ecuaciones paramétricas describen circulos. En cada
caso, especifica el centro y el radio del circulo; entonces, haz una
grafica en tu calculadora. Escoge cualesquiera configuraciones de
Window que pienses sean mejores.

(@A) x=8cosHO y =8 seno 6

(b) x=(3)+5cos b y =5 seno 6

(¢) x=5+cosb y=6.25+seno 6

(d x=58+4cosb y=(-2.3) +4 seno 6
(¢ x=(-2)+0.7cos O y=(-3.5)+0.7 seno 6
) x=1.25+%cos0 y=(-1)+ %cos@
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Para los problemas 3 al 8, ajusta las configuraciones de Window de
tu calculadora y entra las ecuaciones paramétricas que formaran
los disefios de abajo.

3. 4.
5 6.
7. 8

9. He aqui tres maneras diferentes de hacer un semicirculo de
radio 1 centrado en (0, 0). El minimo para T es 0° y su paso
es 5° en los tres casos.

(a) Fijael maximo T = 180°; usa las ecuaciones X = cos(T)
y 'Y =seno(T).

(b) Fija el maximo T = 360°; usa las ecuaciones X =
cos(0.5T) y Y = seno(0.5T).

(¢) Fija el médximo T = 90°; usa las ecuaciones X = cos(2T)
y Y = seno(2T).

(Como estas descripciones diferentes afectan la manera en que la
calculadora grafica trama los puntos? ;Cual es la mas rapida?
(Cuadl es la mas exacta? Explica tus respuestas.
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