1.6 Mas funciones polinomicas

En las secciones anteriores, hemos examinado una cantidad de
problemas en los cuales tratamos de maximizar algo —de ganancias
de los anuarios hasta el tamafio del corral de un conejo. En cada caso
pudimos crear una ecuacion matematica que era un modelo para la
situacion que estamos considerando. Mucho otros problemas reales
envuelven tratar de maximizar o minimizar cantidades.
Anteriormente haz hecho algunos problemas que envolvieron estas
ideas en MATH Connections. Veamos cOmo nuestro conocimiento
de las funciones nos ayuda a resolver dichos problemas més
facilmente.

Toma en consideracion el siguiente ejemplo:
La compafiia Acme Carton fabrica cajas rectangulares de carton.
Ellos pudieron comprar un cargamento grande de piezas de carton
precortado de 20 cm. por 10 cm. de una compaiiia que cerrd sus
funciones. La compaiia Acme compro estos cartones a bajo precio y
ahora quiere hacer las cajas cortando un pie cuadrado de cada
esquina, y doblando los lados, para luego pegarlas con cinta
adhesiva. ;De qué dimensiones deberan hacer las cajas si quieren
maximizar el tamafio?

1. Para tener una idea de lo que podria suceder al
volumen si usamos cortes de tamafos diferentes
en cada una de las esquinas, copia la tabla de
abajo en tu cuderno de notas y luego complétala.

Logros del aprendizaje

Después de estudiar esta
seccion, podras:

Usar técnicas graficas para
encontrar los valores maximos
o minimos de funciones cubicas

Reconocer las caracteristicas de
las graficas en funciones
cubicas

Reconocer las caracteristicas de
una grafica de funciones
polindmicas mayores

Predecir la cantidad de puntos
de inflexion para una funcion
polindémica

Predecir la cantidad méaxima de
puntos de interseccion con el
eje de x para una funcioén
polindmica.

Tamaiio de Longitud Ancho Altura Volumen Volumen
corte (cm.) (cm.) (cm.) (cm.) (cm3)
Figura 1.15
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(2) Haz una grafica de tu tabla de los pares ordenados
representando la altura y volumen. ;Hay algunos patrones
obvios? Explica.

Aunque podemos estar razonablemente seguros que los puntos no
estan en una linea, no esté claro qué tipo de forma ellos siguen, y la
grafica no ayuda a establecer el volumen maximo del envase.

Tratemos un enfoque un poco diferente, uno en el que tengamos que
utilizar el algebra. Si el lado del corte cuadrado es x, entonces, la longitud
del carton seria 20 — 2x y el ancho seria 10 — 2x. Esto te dard una
expresion para el volumen en términos de x.

Sx) =(20 — 2x)(10 — 2x)(x),
donde f{x) representa el volumen.
Usando la Propiedad Distributiva podemos simplificar esta expresion
x) = (200 — 20x — 40x + 4x7)(x) = 4x> — 60x” + 200x

La Ilustracion 1.16 muestra una gréfica de esta funcion junto con los cinco
puntos de datos que establecimos en la grafica.

Volumen del envase (cc)

Longitud del lado del corte cuadrado (cm.)

Figura 1.16

g 1.  ;Cuadl es el dominio de la funcion f(x)?

2. (Cual es el alcance de la funcion f{x)?

w

. Qué restricciones ti pondrias en el dominio si tu quisieras que los resultados
proveyeran un modelo razonable para la relacion entre el volumen y el tamaiio
del corte del cuadrado?
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4.  Calcula el volumen maximo del envase de carton de la grafica.
Calcula cual tamaifio del corte produciria un volumen maximo.

6. Haz una grifica de la funcion f{(x) en tu calculadora. Usa la
funcion TRACE para estimar el volumen maximo y el tamafio del
corte que lo produce. ;Esta de acuerdo con el valor de la grafica?

e 3 2 S .
La funciéon y = 4x” — 60x” + 200x es una funcion cubica. La grafica es curva,
pero no de la misma manera en que una parabola es curva. Una manera de
describir una curva es mirar a sus puntos de desviacion.

Frase a conocer: Un punto de desviacion es un punto en la curva donde la curva
cambia de direccion.

Por ejemplo, la curva deja de crecer y comienza a disminuir, o viceversa.

Una parabola tiene s6lo un punto de desviacion. La grafica de una funcion
cubica tiene al menos dos puntos de desviacion.

Utiliza tu calculadora para encontrar las coordenadas
de los dos puntos de desviacion para la funcion cibica
y=4x" — 60x* + 200x.

Si ta fueras a observar solamente una parte pequefia de la curva, esta
caracteristica pudiera no ser visible. Pero, es una caracteristica de todas las curvas
cubicas. Mas adelante en esta seccidon investigaremos otras funciones para ver si
hay un patrén en sus puntos de desviacion.

Las funciones ctbicas pueden ser usadas para hacer un modelo de una
variedad de sucesos en el mundo real. Una doctora est4 haciendo una
investigacion con una droga particular y ella necesita conocer como la
concentracion de la droga en la sangre varia a través del tiempo. Tomando
muestras de sangre y examinandolas, el equipo de investigacion recopila los datos
siguientes:

Tiempo (min.) {00 | 0.1 |02 |03 |04]05]06 |07 |08 |09 |10

Concentracién | 0.82 | 0.88 | 0.93 | 0.97 | 1.0 | 1.0 | 0.96 | 0.89 | 0.77 | 0.60 | 0.37
de la droga en
mg/cc

Figura 1.17

Una gréfica de los datos se muestra en la Figura 1.18.
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GRAPH

Concentracion de la droga en el flujo sanguineo mg/cc

Tiempo transcurrido (min.)

Figura 1.18

Estos datos no aparentan estar distribuidos simétricamente alrededor
de ninglin eje de simetria, de manera que no representa una funcion
cuadratica. Anteriormente en MATH Connections utilizamos un proceso
de ajuste de curva para las parabolas. Cuando utilizamos el mismo proceso
con una funcién cubica, el resultado es la mejor funcidn cubica ajustada
(mostrada abajo) y su grafica (Figura 1.19). La grafica de la funcion

Ax)=—1.14x> + 0.114x* + 0.58x + 0.82

es mostrada para los puntos de datos para 0 <x < 1.

Concentracion de la droga en el flujo sanguineo mg/cc

Tiempo transcurrido (min.)

Figura 1.19
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El ajuste aqui es excelente, y podemos ver la naturaleza ligeramente
asimétrica de los datos. Algo que no es simétrico, es asimétrico. En la Figura
1.20 se muestra la misma grafica, pero, esta vez, el dominio ha sido cambiado, de
manera que la grafica sea mas visible. Ahora podemos ver la forma de esta
funcioén cubica, la cual discutimos anteriormente. Sin embargo, todavia es
importante recordar que esta funcion es solamente un buen modelo matematico, si
el dominio de la variable es restringido a los valores reales entre 0 y 1, porque
fuera de estos valores las concentraciones de sangre pronosticadas por la formula
de funcion no tienen ningln significado.

Concentracion de la droga en el flujo sanguineo mg/cc

Tiempo transcurrido (min.)

Figura 1.20

Las funciones cuadraticas y las funciones ctbicas son ambas ejemplos de un
tipo de funcién més general de la funcion matematica conocida como la funcion
polinémica. Esta es una funciéon compuesta de varias potencias de una variable
(digamos x), cada una multiplicada por algin valor. Aqui hay algunos ejemplos de
funciones polinémicas:

glx)=x+5 y=x"+3x-2 fx)=x"—x"+2

Podemos representar los exponentes con la letra # (un numero entero
positivo) y cada coeficiente con la letra escrita como subindice a.
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Frases a conocer: Una funciéon polinomica es una funcion que se
puede escribir en la forma de

fx) = apx" + ax™ a2+ L+ an g x +an,

donde 7 es un nimero entero positivo y a, a1, ..., @, SOn nNUMeros
reales. El nimero entero 7z es el valor numérico del término de la
potencia mayor y es el grado del polinomio. El dominio de x
consiste de todos los nimeros reales.

Una funcion polinémica es dada por
fix) =-1.2x" + 0.2x* + 0.55x + 0.82
Indica

(a) el grado de la funcion

(b) los valores de ay, a1, a2, as, a;s.

Muchos modelos matematicos hacen uso de las funciones
polindmicas aun cuando no esperes ninguna conexion entre la situacion
que estas interesado en estudiar y las matematicas. Considera el siguiente
ejemplo:

Como sociedad, cada vez estamos mas conscientes del problema de
los conductores que manejan los vehiculos de motor bajo la influencia del
alcohol. Hay limites legales para la concentracion del alcohol en el flujo
sanguineo. Si una persona se encuentra sobre el limite legal, ¢l o ella se
considera que estéd intoxicada. Estos limites se dan en partes de 1 por
ciento, asi, por ejemplo, 0.10 significa una décima de un por ciento. Hasta
recientemente, el limite legal variaba de estado en estado. Algunos grupos
han abogado por un estdndar nacional que provea diferencias en el limite
legal, dependiendo de la edad y el tipo de conductor —camiones,
vehiculos de pasajeros, y asi sucesivamente.

Escribe un parrafo de lo que ti piensas que deberia contener
una ley nacional uniforme sobre los limites legales. Incluye
cualesquiera razones que ti creas para que el limite sea menor
para los conductores comerciales que para los conductores de
vehiculos privados que estén sobre la edad legal para ingerir
bebidas.

Ninguna funcién puede adecuadamente modelar la concentracion de
alcohol en el flujo sanguineo a través del tiempo; sin embargo, una
funcion que es una aproximacion real es

x) =-0.0015x> + 0.1058x
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La concentracion de alcohol es una funcion del nimero de horas después de
consumir una bebida alcoholica. El valor de la funcion (concentracion de alcohol)
es medido en décimas de un por ciento. La grafica de la funcion estd dada en la
Figura 1.21.

GRAPH

Figura 1.21

&

1. (a) (Cuadles el grado del polinomio en la Figura 1.21?
(b) Enumera los varios coeficientes comenzando con as.

2. Usa tu calculadora de graficas para contestar cada una de las
siguientes:

(a) Haz una grafica f{x) en la calculadora.

(b) Examinando la grafica, indica el dominio y alcance de la
funcion.

(c) Ahora, toma en consideracion la situacion de la vida real que
la funcion esta modelando. Indica lo que tu crees que serian
el dominio restringido y el alcance. ;Qué pieza de la grafica
es util para nuestros propdésitos? Agranda dicha parte de la
grafica.

(d) Recuerda que el modelo no predice para cada situacion o
para toda la gente en una situacion particular. Basado en
nuestro modelo, ;cuanto tiempo después de comenzar a
ingerir bebidas alcoholicas, estaria legalmente intoxicado,
bajo la vieja ley (limite legal de 0.10), el conductor de un
vehiculo privado en California? ;Por cuanto tiempo se
mantendria esta persona legalmente intoxicada?



(e

®

(2

Para un limite legal de 0.04, ;cuanto tiempo después de
comenzar a ingerir bebidas alcohdlicas, estaria legalmente
intoxicado el conductor de un camioén? ;Por cuanto tiempo se
mantendria este conductor legalmente intoxicado?

Ahora considera el limite legal de 0.08. ; Cuanto tiempo después
de comenzar a ingerir bebidas alcohdlicas, estaria legalmente
intoxicada una persona sobre la edad legal para ingerir dichas
bebidas? ;Por cuanto tiempo se mantendria esta persona
legalmente intoxicada?

Si el limite legal en Nueva Jersey fuera de 0.02, ;cuinto tiempo
después de comenzar a ingerir bebidas alcohoélicas, estaria
legalmente intoxicada una persona sobre la edad legal para
ingerir dichas bebidas? ;Por cuanto tiempo se mantendria esta
persona legalmente intoxicada?

Como vimos anteriormente, no todos los puntos en una grafica son

igualmente importantes. A menudo, los puntos que indican cambios en el
comportamiento son en los que nos enfocamos.

Refiriéndote a la grafica en la Figura 1.21, contesta lo siguiente:

1. Mientras el valor de x aumenta de 0 a 4, ;qué ocurre con el
valor de y?

2. Mientras el valor de x aumenta de 6 a 9, ;qué ocurre con el
valor de y?

3.  Utiliza la funcion TRACE de tu calculadora para encontrar
los puntos de desviacion de la curva.

4. ;Qué informacion esto te provee sobre el nivel de alcohol en
la sangre?

5. ¢(Cual es la coordenada de otro punto en la curva que
sefiala un cambio similar en el comportamiento de la
curva?

6. Indica los valores de x donde la curva disminuye, aumenta
y disminuye nuevamente.

7. La curva en la Figura 1.21 tiene dos puntos de desviacion,
(4.85, 0.342) y (—4.85, —0.342). Verifica que los valores que
estableciste en tu calculadora estén cercanos a estos valores.
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EXPLORACION

Anteriormente en la seccidon notamos que una paréabola tiene un punto de
desviacion, y que una funcion ctbica tiene al menos dos puntos de desviacion. En
adicion, una parabola puede intersecar el eje de x en tantos como dos puntos,
mientras la funcion ctbica puede cortar el eje de x en tantos como tres puntos.

En la siguiente Exploracion investigaremos lo que le ocurre a la grafica de una
funcién polindmica mientras el grado (el exponente mas grande) del polinomio
aumenta.

1. Haz una grifica de cada una de las siguientes funciones en tu
calculadora utilizando un marco WINDOW de -7<x<7y-5<y<S5.
Dibuja una tabla similar a la tabla de abajo en tu cuaderno de notas
como una manera conveniente de resumir tus hallazgos.

Funcion Grado Cantidad de Cantidad Dibujo de la
puntos de maxima de curva
desviacion interceccion

de x
Figura 1.22

2. Cada funcion fue construida de la anterior, aiiadiendo un término con
un exponente mayor por uno.

(a) ¢Qué ocurre con el nimero de puntos de desviacion cada vez que
aumentamos el grado de la funcién por uno?

(b) ¢Qué ocurre con el nimero maximo de interceccion de x cada vez
que aumentamos el grado de la funcion por uno?

3. Conjetura sobre la relacion entre el grado de una funciéon polinémica y
el nimero maximo de interceccion de x.
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4. Conjetura sobre la relacion entre el indice de una funciéon
polinémica y la cantidad maxima de puntos de desviacion.

5. La grafica de la funcion
fix) =x" —24x° + x* + 149x° — 23x* — 126x + 126
esta dada en la Figura 1.23.

GRAPH

Figura 1.23

(Confirma o refuta esta grafica tus conjeturas? Explica.

Los matematicos han extendido su entendimiento de estos patrones
para permitir un entendimiento completo de las funciones polindmicas.
Para nuestros propositos éstas nos ayudan a tener una idea general de
cudles caracteristicas tienen varias funciones polindmicas cuando se hacen
gréficas de ellas.
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Conjunto de ejercicios: 1.6

1.

Una caja rectangular abierta tiene extremos cuadrados y un area de
superficie de 8 pies cuadrados. Encuentra las dimensiones que producirian
un volumen maximo.

La suma de la longitud y las dimensiones de los paquetes que van a ser
enviados por primera clase no debe exceder las 72 pulgadas. La dimension
es definida como la distancia mas corta alrededor del paquete. Asumiendo
que el paquete que se va a enviar es una caja larga y estrecha con extremos
cuadrados, encuentra el volumen maximo que puedes enviar en primera
clase.

Encuentra las dimensiones de la caja rectangular més grande con una base
cuadrada y sin tapa que se pueda hacer con 675 pulgadas cuadradas de
material.

En la Meseta Kaibab, en Arizona, las autoridades de la vida silvestre
mantuvieron récords de la poblacion de venados, sobre un periodo de 25
afios. Durante un tiempo la poblacién crecio, pero, los limitados recursos
alimenticios y otros factores, que afectan los rebafios grandes ocasionaron
un descenso poblacional. Se desarrollé una funcion de estos datos, donde x
es el nimero de afos desde el comienzo de la recopilacion de datos, y la
poblacion de venados esta representada en un momento dado por

D(x) =—0.125x" + 3.125x* + 4000
(a) Haz una grafica de la funcion.

(b) ;Sobre qué periodo de afios la poblacion estuvo aumentando? ;Por
cuanto tiempo estuvo algo estable? ;Por cudnto tiempo estuvo
disminuyendo?

Haz una grafica de las siguientes funciones polinémicas y determina la
cantidad de puntos de desviacion para cada una.

@ fix)= xt—4x + 357

(b) fix) =X +x —4x—4

(©) flx)=3x"—14x +54x -3
@ flo)=-x"+4

Un rectangulo es dibujado dentro de la parabola y = 12 — x* de manera que
las dos esquinas de la parte de abajo estan en el eje de x y las dos de arriba
estan en la curva. ;Cudl es el drea maxima posible de dicho rectangulo?
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