Las funciones exponenciales y logaritmos

Capitulo 2

Logros del aprendizaje

Después de estudiar esta
seccion, podras:

Reconocer una funcion
exponencial

Identificar algunas de las
propiedades de una funcion
exponencial

Describir las caracteristicas
de una curva exponencial.

2.1 Explosiones matematicas

En este capitulo vamos a investigar las funciones
exponenciales y logaritmicas. Estos conceptos matematicos
tienen aplicaciones en la medida de los terremotos, la medida
de la intensidad del sonido, y el analisis de los datos
experimentales, por mencionar sélo algunos. De hecho, debes
de haberte encontrado con algunas de estas ideas
anteriormente sin darte cuenta de ello. Anteriormente en tus
estudios encontraste un problema basado en llenar un tablero
de ajedrez con granos de trigo.

Esta es una historia antigua encontrada en muchas
versiones similares. De acuerdo a otra version de la historia,
el Rey Shirham de India queria recompensar a su Gran Visir,
Sissa Ben Dabhir, por inventar e introducirlo al juego de
ajedrez. El Gran Visir le pidi6 al rey que colocara un grano
de arroz en el primer cuadrado del tablero, dos en el segundo,
cuatro en el tercero, ocho en el cuarto, y asi sucesivamente,
hasta que el tablero estuviera lleno de acuerdo a este patron.
El rey trat6 de persuadirlo de llevar a cabo dicha tonteria,
porque €l estaba dispuesto a darle joyas o dinero, pero, para
la sorpresa de todos, el Gran Visir se mantuvo firme. ;Hizo ¢l
lo correcto?

69



Copia y completa una grafica similar a la de la Figura 2.1y
busca un patrén para establecer la cantidad (y luego el
valor) del arroz en el tablero de ajedrez.

Cuadrado Arroz en el Arroz en el tablero Patron
cuadrado

Figura 2.1

El patron en el tablero sugiere que la cantidad de granos de arroz en
el tablero de ajedrez esta dada por la expresion 2 — 1. Cuando esta
expresion es evaluada produce la cantidad de
18,446,744,073,709,551,615, y esta cantidad de arroz es cerca de 500
veces la produccion completa mundial en el afio 2000.

En general, la cantidad de arroz en el tablero de ajedrez cuando x
cantidad de cuadrados estan cubiertos esta dada por y =2" — 1.
Anteriormente, aprendiste sobre el concepto matematico de una funcion.
La expresion y = 2" — 1 define una relacion funcional, porque, te permite
producir un valor Unico para la variable y dado un valor para x. La relacion
funcional podria haber sido escrita también como f{x) = 2" — 1, porque, el
valor de la funcidon depende del valor que tl le des a x. Sin embargo, esta
funcidn as algo diferente de las que ya examinaste en el Capitulo 1.

;De qué manera(s) es la expresion y = 2" — 1 diferente de las
funciones de ecuaciones definidas que has estudiado anteriormente?
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Palabras para conocer: Una funcion definida por una ecuacion
como la siguiente f{x) = a" donde a > 0, a # 1 se le conoce como una
funcion exponencial.

Por ejemplo, y =2 y y = 3" son funciones exponenciales.

1. Usa tu calculadora para dibujar una grafica de la funcion
definida por y = 2" — 1. Nota que y = 2" — 1 es una forma de
funcion exponencial. Indica el dominio, 0 <x <64y el
alcance, 0 <y <100. Tu grafica se debe parecer algo a la
grafica de la Figura 2.2.

GRAPH

Figura 2.2

2. Nota que aunque nos gustaria ver qué sucede hasta los 64
cuadrados, tan pronto como x se vuelve 5 6 6, el valor de y
aumenta muy rapidamente, casi en una linea vertical. Una
manera para ayudar en la solucion de este problema es
cambiar el alcance para el valor de y a una cifra mas grande,
digamos 100,000. Lleva a cabo este cambio, y entonces,
dibuja de nuevo la grafica de esta funcion.

GRAPH

Figura 2.3
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(Sorprendido? Aun cuando hemos hecho los posibles valores de y

mucho mas grandes que antes para la muestra, de hecho, 1000 veces mas
grande, la apariencia de la grafica no ha cambiado mucho.

Esta caracteristica explosiva aumenta después que algun valor de x

es caracteristico de las curvas de crecimiento exponencial, y esto hace
dificil el hacer gréaficas de algunas curvas exponenciales. Mds tarde en este
capitulo aprenderemos algunas de las técnicas que los matematicos han
desarrollado para hacer frente a este tipo de explosiones matematicas.
Debido a que las funciones exponenciales envuelven exponentes,
necesitamos revisar y extender las habilidades que aprendimos
anteriormente para trabajar con exponentes.

Conjunto de ejercicios: 2.1

1.

(a) A tuamiga Nina le acaban de ofrecer una variedad de empleos.
El primero comienza con un salario de $31,600 con un
aumento anual de $1,200. El segundo también comienza con
un salario de $31,600, pero, tiene un aumento de salario de 3%
anual. ;Cual trabajo tu le recomendarias a tu amiga que
aceptara? Explica.

(b) Supongamos ahora que el primer trabajo comenzara con un
salario de $31,600, pero, tuviera un aumento anual de $1,025 y
el segundo tuviera un salario igual para comenzar, pero, tuviera
un aumento anual de 2%. ;Cudl trabajo ti le recomendarias a
tu amiga que aceptara? Explica.

Una fundacién educativa ofrece darle a tu sistema escolar dinero
para mejorar su acceso a la tecnologia. Hay dos planes posibles para
distribuir el dinero.

PLAN A. El sistema escolar va a recibir 20 millones de dodlares en el
acto.

PLAN B. Al sistema escolar se le asignara un centavo para el primer
dia del mes, dos centavos para el segundo dia, cuatro centavos para
el tercer dia, ocho centavos para el cuarto dia, y asi sucesivamente.
Este patron de duplicacion continuard durante todo el mes de enero.
Al final de los 31 dias, se le sera entregara la cantidad acumulada al
sistema escolar.

(a) Calcula el valor del PLAN B. Explica cuél plan t piensas que
tu sistema escolar debe escoger.
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(b)

(©

En el mes de febrero del afio 2005, esta misma fundacion
educacional hizo una oferta similar con una excepcion. Este
regalo en el acto del Plan A era de solamente 5 millones de
dolares. Asumiendo que el PLAN B no cambie, con el dinero
asignado para cada dia del mes, calcula el valor del PLAN B.
(Cuadl plan representa una mejor alternativa? Explica.

En el mes de febrero del afio 2004, a otro sistema escolar le fue
ofrecido también ambas alternativas de 5 millones de dolares
en el acto o un centavo duplicado para cada dia del mes. ;Cual
plan tu piensas que debe ser la mejor alternativa en este caso?
Explica. (Pista: jNo te apresures a llegar a conclusiones
erroneas!)

Usa tu calculadora para hacer una grafica para f{x) = 10" y g(x) = x'°

para x > 0.

(a) (Cual funcion aumenta mas rapidamente?

(b) (Para cudl(es) valor(es) de x (si alguno) es f(x) > g(x)?
(¢) (Para cudl(es) valor(es) de x (si alguno) es g(x) > f(x)?
(d) (Para cudl(es) valor(es) de x (si alguno) es f(x) = g(x)?
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